
等扭转强度的轴毂平键联接

1 问题描述

在设计轴毂联接时，如何确定毂的壁厚似乎没有明确的方法。在没有
其他信息的情况下，如果毂的强度不低于轴，至少毂不会是一个薄弱环节。
本文就按此思路，从相对容易计算的扭转强度入手，确定强度与轴相等的
毂的尺寸，为设计提供某种参考。平键联接是最为简单而广泛使用的轴毂
联接方式，本文就以之为例，进行分析计算。
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带键槽的轴与毂的截面如上图，尺寸一般按标准确定。我国的平键标
准是米制单位下通行的标准，本文就针对此标准进行分析。标准对直径
6–500mm的轴规定了平键和键槽的尺寸。平键截面的高度 ℎ在宽度 𝑏 ≤ 6
时与之相等，随着 𝑏增大，ℎ/𝑏很快降至约 0.6，而后逐渐降至 0.5。键的
宽度随轴径以阶梯的形式变化，总的趋势是与轴径的比值随轴径的增大减
小。𝑏/𝑑 在 0.42–0.2 之间。键槽深度 𝑡1、𝑡2 的取值在于使得轴和毂与键的
接触高度接近。𝑡1 + 𝑡2 略大于 ℎ，留有间隙。𝑡1/𝑑 在 0.25–0.06 之间，𝑡2/𝑑
在 0.19–0.04之间。标准中对键槽圆角给出的是一个范围，与 ℎ最为相关，
𝑟min/ℎ在 0.05–0.02之间，𝑟max/ℎ在 0.08–0.03之间。
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2 计算方法

2.1 基础理论

本文将轴和毂的扭转简化为按等截面杆的扭转计算。根据弹性力学理
论，此问题可以通过泊松方程求解。具体的推导见相关书籍，例如 [1]，这
里只简述方法。将坐标系设为杆长方向为 𝑧轴，截面平行于 𝑥𝑦平面。引入
应力函数 𝜙，截面上的剪应力可由 𝜙表示为

𝜏𝑥𝑧 = 𝜕𝜙
𝜕𝑦 , 𝜏𝑦𝑧 = −𝜕𝜙

𝜕𝑥

而 𝜙应满足泊松方程
𝜕2𝜙
𝜕𝑥2 + 𝜕2𝜙

𝜕𝑦2 = −2𝐺𝜃

其中 𝐺为材料的剪切模量，𝜃 为杆在单位长度上的扭转角。而边界条件为
𝜙在边界上为常数。在求解区域为单连通的情况，也就是杆是无孔的，这
个常数可任意选取，为了方便可取为 0。合剪应力的值

𝜏 = √𝜏2
𝑥𝑧 + 𝜏2

𝑦𝑧

而截面传递的总转矩为

𝑀t = 2 ∬ 𝜙 d𝑥d𝑦

总转矩与最大剪应力之比

𝑊t = 𝑀t
𝜏max

只和截面几何相关，与物理量无关，因为分式上下均正比于 𝐺𝜃。这个比值
反映了截面为这一形状的杆承载转矩的能力，称为截面的抗扭模量。对其
计算时可以令 𝐺𝜃 = 1。

举最为简单的例子，对于半径为 𝑟的圆截面，泊松方程的解为

𝜙 = 1
2(𝑟2 − 𝑥2 − 𝑦2)

求得剪应力 𝜏𝑥𝑧 = −𝑦、𝜏𝑦𝑧 = 𝑥。合剪应力的值 𝜏 = √𝑥2 + 𝑦2，正比于到中心
的距离，方向沿圆周方向，最大值 𝜏max = 𝑟。总转矩𝑀t = π

2𝑟4。所以抗扭模
量

𝑊t = π
2𝑟3

这与材料力学中的结果相同。
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对于非圆截面，机械设计书籍中也会给出一些典型形状的抗扭模量，
就比如带键槽的截面，但其中的计算是简单地依照材料力学的假定，认为
剪应力正比于到中心的距离，并非依照实际的应力分布。后面再引入应力
集中系数，反映实际应力分布对结果的影响。其实现在使用有限元等方法
计算偏微分方程已非常方便，完全可以通过解泊松方程的方法准确地分析
截面应力分布。

对于带孔的截面，前面的方法还需稍做扩展。应力函数 𝜙在孔边需要
合适的值，能使得在孔边上

∫ 𝜏 d𝑠 = 𝐺𝜃 ∫ 𝑥 d𝑦 − 𝑦 d𝑥

一种思路是，将孔和实体视为两种材料，前者的剪切模量远小于后者，这
样求解域仍是单连通的，又达成将孔洞处“挖空”的效果。但这样两种材
料交界的突变需要比较精细的网格，才能达到较好的计算精度。所以最好
还是比照前人用“薄膜比拟”求解此问题的方法，通过试算来确定 𝜙在孔
边的值。因为应力值与 𝜙在孔边的值是线性关系，取不同的值做若干次试
算后，通过解线性方程组，便可将试算结果做线性组合以满足上式。本文
所处理的情形只有一个孔，只需两次试算即可。

2.2 具体实现

本文使用有限元软件 FreeFEM来求解泊松方程，得到截面的抗扭模量。
FreeFEM是一款开源软件，用一种类似 C++的语言，统一地处理有限元分
析的整个流程。软件的文档中有求解泊松方程的例子，稍加改写就可求解
本文的问题。例子中还提到了网格自适应优化，本问题正可利用这一方法。
问题的对称性可以减少计算量。应力函数 𝜙在带键槽的截面上是左右对称
的，所以可以将截面的一半作为求解域，积分求总转矩𝑀t 时再乘上 2即
可。

键槽尺寸按阶段变化，为了捕捉变量随轴径的变化，本文在每个阶段
取样 5个点。上个阶段的终点加 0.01作为第 1点，本阶段的终点作为第 5
点，中间按等比数列加入 3个点。轴径一般在优先数系中选取，这些数值
往往不在前述取样点中，它们也被加入计算。在每个点，先计算轴的截面
抗扭模量，再设计输入为直径比 𝐷/𝑑、输出为毂与轴的截面抗扭模量差值
的函数，使用数值方法求出函数的零点。本文使用 Python获取 FreeFEM的
结果，用 scipy.optimize中的函数得到等强度的直径比。

显然，这里所说的等强度，是在轴和毂的许用应力相同的情况下。本文
希望将此种情况下得到的结果归纳为较为简单的估算公式，方便实际使用。
如果两者的许用应力相差不大，也可以利用这个结果做类比。如果相差较
大，则还需要另行分析。归纳出估算公式也就是做某种曲线拟合，而且出
于使估算结果偏保守的考虑，拟合的曲线虽然要接近数据，但不应低于数
据。此种要求的拟合可以转为二次规划问题，于是又用到了 quadprog模块。
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3 结果与分析

3.1 轴的应力集中系数

计算过程中，首先算出了轴的截面抗扭模量。将无键槽的轴的抗扭模
量除以这一步得到的抗扭模量，便得到了在相同转矩下，带键槽轴的最大
剪应力相对无键槽轴的最大剪应力的倍数，也就是带键槽轴相对无键槽轴
的扭转应力集中系数 𝐾t，反映了键槽对轴抗扭能力的削弱。下图是圆角半
径最大和最小时应力集中系数随轴径的变化。
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轴径较小时键槽的宽度和深度相对较大，所以应力集中系数也较大，
而宽度和深度是阶梯状变化的，所以数据会出现跳变。键槽的圆角较大时，
应力集中系数较低。进一步的分析表明，其他条件相同的情况下，1/𝐾t 与
圆角半径近似成线性关系，所以两条曲线的形状很相似，像是同一条曲线
变换而成。圆角半径取中间的值时，可以利用 1/𝐾t 进行线性插值，得到应
力集中系数的值。

3.2 等强度的直径比

圆角半径的大小会影响应力集中，但如果轴和毂的圆角半径相等，两
者受到的影响很接近，抗扭模量的比值几乎不变。所以这里只按 𝑟1 = 𝑟2 =
𝑟max+𝑟min

2 求等扭转强度的直径比，结果见下图。
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可以看到，数据有很强的波动，但大体的趋势是随轴径增大而减小。锯
齿形的顶点一般正是在键槽尺寸刚进入下一阶段时。如果只通过这些极大
点做拟合，结果会太过保守，毕竟一般不会采用这样的轴径。下图中轴径
只在优先数系中取值，数据的波动不那么强，数值也显得略低。
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可以根据图中红色的拟合曲线估算等强度的直径比，也就是取

𝐷/𝑑 =
{

0.55𝑑−0.5 + 1.45, 𝑑 ≥ 18
1.58, 𝑑 < 18

这条曲线仅在少数点会小于数据，且差值不超过 0.005，但在有些地方会给
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出较大的裕度。如果还希望估算方法更简单，可以粗略地取

𝐷/𝑑 =
{

1.5, 𝑑 ≥ 75
1.6 − 0.0013𝑑, 𝑑 < 75

直径比的偏差对毂与轴的相对强度的影响是可以估计的。两者相对强
度与直径比呈三次多项式关系，在强度比接近于 1时，斜率约为 5–7。也就
是说，直径比变动 0.01，毂的强度变动 5–7%。键槽尺寸相对较大，一般就
是轴径较小时，此斜率较大。如果轴和毂有不同的许用应力，也可以根据
此斜率来调整直径比。

3.3 最小壁厚

直径比与轴径的关系不是那么规律，如果换一个量，关系会更明显。键
槽的角至外圆是毂的壁厚最小的地方，不考虑圆角，此厚度为

𝛿 = 𝐷
2 − √(

𝑏
2)

2
+ (

𝑑
2 + 𝑡2)

2

从前面等强度的直径比，可以算得相应的 𝛿，它随 𝑑的变化见下图。可以看
到，除了些许波动，两者呈很强的线性关系。
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下面的图将上图左下角局部放大，锯齿形波动才更容易看到。和前一
小节不同，锯齿形的顶点往往是在每个阶段的最后，键槽的尺寸在下一阶
段增大，需要的壁厚反而稍微减小。又可以看出，20以内的数据线性关系
不是那么强，而且变化的趋势与轴径更大时相比更为平缓。
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通过对上述数据中锯齿形的顶点进行拟合，可以得到偏保守的取值公
式

𝛿 =
{

0.19𝑑 − 1.4, 𝑑 ≥ 20
(𝑑 + 1)/9, 𝑑 < 20

𝛿/𝑑 变化 0.01也就是 𝐷/𝑑 变化 0.02，所以前述直径比与相对强度的关系也
可以用来估计最小壁厚变化对相对强度的影响。

4 余论

《彼得森应力集中系数》[2]是关于应力集中问题的经典著作，其中有
一节讨论带键槽的轴，汇总了关于这一问题的前人研究，主要是光弹性法
得到的结果。有作者尝试用与本文类似的方法使用有限元计算带键槽轴的
扭转应力集中系数 [5]，修正前书中的近似公式。其实对于此问题，以今日
计算机的算力，在已经建立了有限元模型的情况下，直接做精确计算其实
比查图表或是套用近似公式更方便。

应力集中对静强度有影响，但主要影响疲劳强度，所以本文的结果也
是主要针对扭转疲劳强度。本文没考虑抗弯强度，因为和扭转的情况不同，
等截面杆在弯曲时不产生应力集中，应力集中只发生在截面发生变化处，
相对比较安全，而毂的键槽一般不像轴上的有收尾，更为安全。键的挤压
产生的影响是应当考虑的，但是这样需要做接触分析，计算上还没想到简
易的方法。另外，这里只分析了单键槽的情况，双键槽对轴的削弱更甚于
毂，所以等强度的壁厚会比单键槽时稍微低一点。

讨论毂的壁厚的文献较少。在德国平键计算标准 [3]的评价方法中，壁
厚较小时，键的接触应力在长度方向的分布更为平均，有利于联接强度。标
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准中又写到当 𝑑/𝐷 < 0.6时可以不核算毂的强度，不过其引用的德语文献大
多难以获取，具体的思路和核算方法难以得知。综合了一些德语文献的文
章 [4]认为，在交变扭矩下，𝑑/𝐷 > 0.7时毂是相对薄弱的环节。本文考虑
的因素虽然单一，计算的结果倒恰好落在前面两个数字之间。可是如果看
国内外的较为紧凑的联轴器的尺寸，则本文给出的数值仍然偏保守。
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